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 ملخص
 اثبات ما یلي : ستطعنا في هذا البحثا

عــــد كــــرول للحلقتــــین وكــــان ب Rو  Sإیزومــــورفیزم حلقــــات بــــین حلقتــــین  fإذا كــــان  1-
dim𝑅𝑅فإن  السابقتین منته ، = dim 𝑆𝑆 . 

𝑆𝑆،و  تــینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅إذا كانــت  2- = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇 ة الجــداء الــدیكارتي لهمــا ،عندئــذٍ حلقــ 
,𝑆𝑆[𝑥𝑥1   یوجد إیزومورفیزم حلقات بین الحلقتین 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]  

,𝑅𝑅[𝑥𝑥1و  𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]. 

𝑆𝑆 ،و تینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅ستنتجنا أنه إذا كانت ا 3- = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقة الجداء الدیكارتي 
 لهما ،عندئذٍ:

dim(𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 
= dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 

ـــــه إذا كانـــــت 4- ـــــدیكارتي  جفـــــارد تـــــيحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  أثبتنـــــا أن ـــــذٍ حلقـــــة الجـــــداء ال ،عندئ
𝑆𝑆 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇 .هي حلقة جفارد 

زمـــرة منتهیـــة التولیـــد عـــدد  Gمنتـــه ،و  dim𝐴𝐴حلقـــة بحیـــث  Aإذا كانـــت اثبتنـــا أنـــه  5-
𝑅𝑅و  rمولداتها هو  = 𝐴𝐴[𝐺𝐺] :فإن   

dim𝑅𝑅-أ ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 لة اوفي حA  المساواة.تتحقق حلقة جفارد 
 تكون حلقة جفارد ایضاً. Rحلقة جفارد فإن  Aإذا كانت -ب
 

 .بعد كرول، حلقة جفارد حلقة الجداء الدیكارتي ،، الزمرحلقة  :المفتاحیة الكلمات
 

 2022/  26/9 ورد البحث للمجلة بتاریخ
 2022/ 12/ 4 قبل للنشر بتاریخ
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 جلبي، د.عویرة 

  :[1] مقدمة.1
لأنـه المفهـوم ،بعد كرول هو البعد الأساسـي فـي المراجـع بالنسـبة للحلقـات  یعد

بعــد لــه أهمیــة كبیــرة إن مفهــوم ال ولــوجي.المقابــل للبعــد فــي الهندســة الفراغیــة والبعــد الطب
وحــاول العلمــاء  .الجبریــة ولوجیــابالتو الجبریــة الهندســة  نظریــة الحلقــات والحقــول و فــي

فــي العقــود الماضــیة وضــع تعریــف للبعــد فــي الحلقــات مــن أجــل تمییــز الحلقــات بحســب 
 بعدها.

 بواسـطة العـالم بـراور  1912لـوجي فـي عـام و الطب تعریـف البعـد للفضـاءظهـر 
Brewer J.W. علــى یــد العــالم  1937م مفهــوم بعــد كــرول لأول مــرة عــام دّ ، ومــن ثــم قُــ

ولـوجي للبعـد فـي الـذي كـان نظیـر المفهـوم الطب Wolfgang Krull جـانج كـرول فولـو 
مسـتقیم بعـد ل، فالالهندسـة بـین الفضـاءات الأقلیدیـة مفهوم البعد في میزَّ  نظریة الحلقات.

هـــتم العـــالم الفرنســـي جفـــارد ،اأبعـــاد وهكـــذا ..... ةلفـــراغ ثلاثـــن ولمســـتوي بعـــداوللواحـــد 
Jaffard  بدراســـة الحلقـــات التــــي تحقـــق أن بعـــد كــــرول لحلقـــة كثیـــرة الحــــدود لحلقـــة مــــا
 .  nمتحول یساوي الى بعد كرول لتلك الحلقة مضاف إلیه العدد  n بالنسبة لـ

ق الشـرط السـابق والتـي سـمیت لقات التي تحقحدراسة بعض ال البحث  سنحاول في هذا
 جفارد. بحلقة

 :ساسیةأتعاریف .2
 .بها حلقة تبدیلیة ذات عنصر واحدةكلمة حلقة نعني  :ملاحظة

∅، ولـتكن حلقـة 𝑅𝑅 لتكن: (ideal) [2]تعریف .2-1 ≠ 𝑃𝑃 ⊆ 𝑅𝑅 غیـر  مجموعـة جزئیـة
 :إذا حققت 𝑅𝑅إنها مثالیة في  𝑃𝑃، یقال عن 𝑅𝑅من  خالیة

∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃 ⇒ 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃   &  ∀𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅, 𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃 ⟹ 𝑟𝑟𝑏𝑏 = 𝑏𝑏𝑟𝑟 ∈ 𝑃𝑃 
𝑃𝑃إنها فعلیة إذا كان  𝑃𝑃ویقال عن مثالیة  ≠ 𝑅𝑅. 

یقـال عـن  .𝑅𝑅مثالیـة فـي  𝑃𝑃 ، ولـتكنحلقـة 𝑅𝑅 لـتكن: (prime ideal) [2]تعریـف .2-2
𝑃𝑃  إنها مثالیة أولیة في𝑅𝑅إذا حققت ،: 

∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 ; 𝑎𝑎𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃 ⇒  𝑎𝑎 ∈ 𝑃𝑃   𝑜𝑜𝑟𝑟   𝑏𝑏 ∈ 𝑃𝑃 
 .𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑅𝑅)بــــ 𝑅𝑅المثالیات الأولیة في الحلقة جمیع وسنرمز لمجموعة 
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مثالیة أولیة فـي  𝑃𝑃حلقة، ولتكن  𝑅𝑅 لتكن: (high of prime ideal) [1]. تعریف 2-3
𝑅𝑅  یعــرّف مســتوى المثالیــة الأولیــة .𝑃𝑃  والــذي یرمـــز لــه بـــℎ𝑡𝑡(𝑃𝑃)  بأنــه  الحــد الأعلـــى

 ، 𝑃𝑃و المحتـواة فـي  𝑅𝑅الأصغري لأطوال سلاسل المثالیات الأولیة الفعلیة والمختلفة من 
مـــن المثالیــات الأولیـــة الفعلیـــة  متناقصــة، فتوجــد سلســـلة 𝑘𝑘مــن المســـتوى  𝑃𝑃إذا كانـــت فــ

 من الشكل:  𝑃𝑃 بـو المبتدئة  𝑅𝑅والمختلفة من 
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃0 ⊃ 𝑃𝑃1 ⊃ 𝑃𝑃2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝑃𝑃𝑘𝑘  

 ولا یوجد سلسلة أطول منها.
 𝑅𝑅ف بعـد كـرول للحلقـة یعـرّ . حلقـة 𝑅𝑅 لـتكن: (Krull dimension) [3]. تعریـف 2-4

 :بأنه، dim𝑅𝑅،ویرمز له بـ 
  dim(𝑅𝑅) = 𝑆𝑆𝑠𝑠𝑆𝑆{ℎ𝑡𝑡(𝑃𝑃);𝑆𝑆 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 (𝑅𝑅)}               

إنهـــا حلقـــة  𝑅𝑅یقـــال عـــن الحلقـــة  .حلقـــة 𝑅𝑅 لـــتكن: (Jaffard ring) [4]تعریـــف .2-5
 إذا حققت الشرط :جفارد 

dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = 𝑛𝑛 + dim(𝑅𝑅) 
 . 𝑅𝑅هو بعد كرول للحلقة  dim(𝑅𝑅)حیث 

 فــــــــــإن ،حقــــــــــلاً  Kلأنــــــــــه إذا كــــــــــان ، كــــــــــل حقــــــــــل هــــــــــو حلقــــــــــة جفــــــــــارد: [1]مثــــــــــال
dim(𝐾𝐾[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = 𝑛𝑛 + dim(𝐾𝐾) . 

حلقــة الزمــر  زمــرة . إن 𝐺𝐺 حلقــة، ولــتكن 𝐴𝐴 لــتكن:  (group ring) [5]. تعریــف 2-6
المجـامیع  جمیـع هـي مجموعـة، 𝐴𝐴[𝐺𝐺]التـي یرمـز لهـا بـالرمز ، 𝐴𝐴فـوق الحلقـة  𝐺𝐺للزمرة 

 من الشكل:

�𝑓𝑓(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

 ; 𝑓𝑓(𝑔𝑔) ∈ 𝐴𝐴 

 المجموعة التي هي 𝑓𝑓دعامة و  Aإلى  Gتطبیق من   𝑓𝑓 وحیث إن
 𝑆𝑆𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑓𝑓) = {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺  ;   𝑓𝑓(𝑔𝑔) ≠  ، مـــــــع العملیتـــــــینهــــــي مجموعـــــــة منتهیـــــــة   {0

 : تین الآتیتینالثنائی
�𝑓𝑓(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

+ �ℎ(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

= �(𝑓𝑓(𝑔𝑔) + ℎ(𝑔𝑔))𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺
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��𝑓𝑓(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

���ℎ(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

� = �𝑣𝑣(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

    ; 

𝑣𝑣(𝑔𝑔) = �𝑓𝑓(𝑡𝑡)
𝑡𝑡∈𝐺𝐺

ℎ(𝑡𝑡−1𝑔𝑔) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)ℎ(𝑦𝑦)
𝑔𝑔=𝑥𝑥𝑥𝑥

 

 أن :یجدر بنا أن نشیر إلى 

�𝑓𝑓(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

= �ℎ(𝑔𝑔)𝑔𝑔
𝑔𝑔∈𝐺𝐺

⟺ 𝑓𝑓(𝑔𝑔) = ℎ(𝑔𝑔),∀𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 

تـین , تعــرف حلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لـتكن: (Cartesian product ring) [6]. تعریـف 2-7
ــدیكارتي للحلقتــین  ـــ      Rحلقــة الجــداء ال 𝑅𝑅والتــي یرمــز لهــا بالشــكل  Tب × 𝑇𝑇 أنهــا ب

 : مجموعةلا
{(𝑥𝑥,𝑦𝑦); 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  , 𝑦𝑦 ∈ 𝑇𝑇} 

 الاتیتین :ت عملیتي الجمع والضرب تح
(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) + (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2,𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2) 

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1). (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) = (𝑥𝑥1. 𝑥𝑥2,𝑦𝑦1.𝑦𝑦2) 
 ویعرف تساوي عنصرین في حلقة الجداء الدیكارتي بـِ:

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) = (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) ⟺ 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 & 𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦2 
∀𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝑅𝑅,𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 ∈ 𝑇𝑇 

 
 :مبرهنات أساسیة3.
زمـرة دائریـة ،عندئـذٍ یوجـد إیزومـورفیزم بـین  Gحلقـة ،ولـتكن  𝑅𝑅 لـتكن :[5]مبرهنة.3-1

 . 𝑅𝑅[𝐺𝐺] و𝑅𝑅[𝑥𝑥]الحلقتین 
dim𝑅𝑅 ولنفرض أن حلقة. 𝑅𝑅: لتكن [1]مبرهنة .3-2 = 𝑘𝑘 ، ٍعندئذ : 

𝑘𝑘 + 1 ≤ dim[𝑅𝑅(𝑥𝑥)] ≤ 2𝑘𝑘 + 1 

 :البحث نتائج4.
𝑆𝑆, ولــتكن  تــینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لــتكن .ملاحظــة:1-4 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقــة الجــداء الــدیكارتي

𝑅𝑅هي من الشـكل  Sكل مثالیة أولیة من لهما , عندئذٍ  × 𝐽𝐽    𝑜𝑜𝑟𝑟    𝐼𝐼 × 𝑇𝑇 ن ،حیـث إI 
 على الترتیب .  T و Rن من ان أولیتاهما مثالیت Jو 

4 



 2022لعام   162 مجلة بحوث جامعة حلب            سلسلة العلوم الأساسیة       العدد 

𝑆𝑆, ولـتكن  تـینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لـتكن :تمهیدیة.4-2 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقـة الجـداء الـدیكارتي
 عندئذٍ : ،لهما 

dim 𝑆𝑆 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇} 
هـــو طـــول سلســـلة لحلقـــة مـــا هـــو عـــدد صـــحیح موجـــب (نعلـــم أن بعـــد كـــرول  :البرهـــان

dim𝑅𝑅) ،ومنه إما أولیة فعلیة ومختلفةمتناقصة من مثالیات  ≥ dim𝑇𝑇 .أو العكس 
dim𝑅𝑅إذا كـــــان  ≥ dim𝑇𝑇  فـــــإن،dim𝑅𝑅 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇} .  لنبـــــرهن أن

dim 𝑆𝑆 = dim𝑅𝑅 . لنفــرض أنdim𝑅𝑅 = 𝑛𝑛  ٍتوجــد فــي  ،عندئــذR سلســلة متناقصــة 
أطــول منهــا ولــتكن  ولا توجــد سلســلة 𝑛𝑛طولهــا والمختلفــة  الفعلیــة مــن المثالیــات الأولیــة

𝐼𝐼0 فرضاً السلسلة  ⊃ 𝐼𝐼1 ⊃ 𝐼𝐼2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ومنه السلسلة 

 𝐼𝐼0 × 𝑇𝑇 ⊃ 𝐼𝐼1 × 𝑇𝑇 ⊃ 𝐼𝐼2 × 𝑇𝑇 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐼𝐼𝑛𝑛 × 𝑇𝑇  مـن المثالیـات  هي سلسلة متناقصة
مــن  تناقصــة م ولنبــرهن أنــه لاتوجــد سلســلة. 𝑛𝑛طولهــا  𝑆𝑆والمختلفــة مــن  الفعلیــة الأولیــة

 أطول منها. 𝑆𝑆والمختلفة من  الفعلیة المثالیات الأولیة
ــتكن  𝐾𝐾0ل ⊃ 𝐾𝐾1 ⊃ 𝐾𝐾2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐾𝐾𝑚𝑚  الفعلیــة مــن المثالیــات الأولیــة سلســلة متناقصــة 

𝑖𝑖)مــن أجــل كــل  عندئــذٍ ، mطولهــا  𝑆𝑆والمختلفــة مــن  = 0,1,2, … ,𝑚𝑚) أن تكــون إمــا 
𝐾𝐾𝑖𝑖 = 𝑅𝑅 × 𝐽𝐽𝑖𝑖  أو𝐾𝐾𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 × 𝑇𝑇  ـــــــث ـــــــة مـــــــن  𝑃𝑃𝑖𝑖و 𝐽𝐽𝑖𝑖حی علـــــــى  Rو  Tمثالیـــــــات أولی

 الترتیب
𝐾𝐾0ومنـــــه فـــــإن السلســـــلة ،(بحســـــب الملاحظـــــة الســـــابقة)  ⊃ 𝐾𝐾1 ⊃ 𝐾𝐾2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐾𝐾𝑚𝑚 

𝐽𝐽0هــــــا إحــــــدى السلســــــلتین لقابت ⊃ 𝐽𝐽1 ⊃ 𝐽𝐽2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐽𝐽𝑚𝑚  أو𝑃𝑃0 ⊃ 𝑃𝑃1 ⊃ 𝑃𝑃2 ⊃ ⋯ ⊃
𝑃𝑃𝑚𝑚  

علـــى  Rأو  T والمختلفـــة مـــن الفعلیــة المثالیـــات الأولیـــةهمــا سلســـلتان متناقصـــتان مــن و 
𝑚𝑚،ومنــــه إمــــا  الترتیــــب ≤ dim𝑅𝑅 = 𝑛𝑛  أو𝑚𝑚 ≤ dim𝑇𝑇 ≤ dim𝑅𝑅 = 𝑛𝑛 وبالتــــالي، 
𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 . 

𝐼𝐼0أصـــــــــبح لـــــــــدینا السلســـــــــلة  × 𝑇𝑇 ⊃ 𝐼𝐼1 × 𝑇𝑇 ⊃ 𝐼𝐼2 × 𝑇𝑇 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐼𝐼𝑛𝑛 × 𝑇𝑇   سلســـــــــلة
ولا توجـــد سلســـلة  𝑛𝑛طولهـــا  𝑆𝑆والمختلفـــة مـــن  الفعلیـــة مـــن المثالیـــات الأولیـــة متناقصـــة 

dimأطول منها ،ومنه  𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 = dim𝑅𝑅 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇}  إذا 
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dim 𝑆𝑆 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇}  فــي حالــةdim𝑅𝑅 ≥ dim𝑇𝑇  فــي حالــة . یمكــن
dim𝑇𝑇 ≥ dim𝑅𝑅  بشكل مشابه لما سبق على أنالبرهان 

 dim 𝑆𝑆 = dim𝑇𝑇 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇} ج من كل ماسبق أن :نستنت 
dim 𝑆𝑆 = max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇} . في الحالة العامة 

ـــة: ـــه هـــو  حقـــلاً  Kإذا كـــان  1-أمثل ـــإن  بعـــد كـــرول ل ـــة ، 0ف ـــة الفعلی لأن المثالیـــة الأولی
𝐾𝐾.بعــد كــرول لحلقــة الجــداء الــدیكارتي لـــِ  {0}الوحیــدة فیــه هــي  × 𝐾𝐾  أیضــاً لأن  0هــو

𝐾𝐾المثالیتین الأولیتین الوحیـدتین فـي  × 𝐾𝐾  {0}همـا × 𝐾𝐾 و 𝐾𝐾 × ولا توجـد علاقـة  {0}
 احنواء بینهما.

ــــــتكن  2- dim𝑍𝑍إن . حلقــــــة الأعــــــداد الصــــــحیحة  Zل = لأن أطــــــول سلســــــلة مــــــن  1
{0}هــــي  Zمــــن  والمختلفــــة المثالیــــات الأولیــــة الفعلیــــة ⊂< 𝑆𝑆 عــــدد أولــــي  pحیــــث  <

𝑍𝑍وطولها واحد وبعد كرول لحلقة الجـداء الـدیكارتي  × 𝐾𝐾  سلسـلة مـن لان أطـول  1هـو
𝑍𝑍 مـن والمختلفـة الفعلیـةالمثالیات الأولیة  × 𝐾𝐾  {0}هـي السلسـلة × 𝐾𝐾 ⊂< 𝑆𝑆 >× 𝐾𝐾 

 عدد أولي وطولها واحد. pحیث 
حلقـات  إیزومـورفیزم fول لهمـا منتـه ،ولـیكن ر حلقتین بعد ك Sو  𝑅𝑅 لتكن :خاصة.4-3

dim،عندئذٍ یكون  Sالى الحلقة  Rمن الحلقة  𝑆𝑆 = dim𝑅𝑅. 
dim𝑅𝑅لنفــرض أن  :البرهــان = 𝑛𝑛  عندئــذٍ توجــد فــيR  مــن المثالیــات  متناقصــةسلســلة
ولا توجــد سلســلة أطـــول منهــا ولــتكن فرضـــاً  𝑛𝑛طولهــا  𝑅𝑅والمختلفــة مـــن  الفعلیــة الأولیــة
𝐼𝐼0  السلسلة ⊃ 𝐼𝐼1 ⊃ 𝐼𝐼2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ، ولناخذ السلسلة 

 𝑓𝑓(𝐼𝐼0) ⊃ 𝑓𝑓(𝐼𝐼1) ⊃ 𝑓𝑓(𝐼𝐼2) ⊃ ⋯ ⊃ 𝑓𝑓(𝐼𝐼𝑛𝑛) مـــــن المثالیـــــات  متناقصـــــة وهـــــي سلســـــلة
لنفـرض أن هـو ایزومـورفیزم حلقـات) .  f(لأن  𝑛𝑛طولهـا  𝑆𝑆والمختلفة من  الفعلیة الأولیة

𝐽𝐽0 ⊃ 𝐽𝐽1 ⊃ 𝐽𝐽2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐽𝐽𝑚𝑚  والمختلفــة  الفعلیــة مــن المثالیــات الأولیــة متناقصــةسلســلة
 ،عندئذٍ تكون السلسلة 𝑚𝑚طولها  𝑆𝑆من 

𝑓𝑓−1(𝐽𝐽0) ⊃ 𝑓𝑓−1(𝐽𝐽1) ⊃ ⋯ ⊃ 𝑓𝑓−1(𝐽𝐽𝑚𝑚)  لأن)f (هو ایزومورفیزم حلقات 
ـــة متناقصـــةسلســـلة  ـــات الأولی ـــة مـــن المثالی ـــة مـــن  الفعلی ن ،وبمـــاأ 𝑚𝑚طولهـــا  𝑅𝑅والمختلف

dim𝑅𝑅 = 𝑛𝑛  فإن،𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛  ومنه السلسلة،𝑓𝑓(𝐼𝐼0) ⊇ 𝑓𝑓(𝐼𝐼1) ⊇ ⋯ ⊇ 𝑓𝑓(𝐼𝐼𝑛𝑛) 
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ولا توجــد  𝑛𝑛طولهـا  𝑆𝑆والمختلفـة مــن  الفعلیـة مـن المثالیـات الأولیــة متناقصــةسلسـلة  هـي
dimأن أي  سلسلة أطول منها 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 = dim𝑅𝑅 . 

𝑆𝑆،ولــتكن  تــینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لــتكن :تمهیدیــة.4-4 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقــة الجــداء الــدیكارتي
ــــــــــات، لهمــــــــــا ــــــــــذٍ یوجــــــــــد إیزومــــــــــورفیزم حلق ــــــــــین الحلقتــــــــــین  عندئ ,𝑆𝑆[𝑥𝑥1ب 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] 

,𝑅𝑅[𝑥𝑥1و 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]. 
 . nطریقة الاستقراء الریاضي على : لنتبع البرهان

 :فــــــــــــــــــــإن، 𝑆𝑆[𝑥𝑥1]عنصــــــــــــــــــــر مــــــــــــــــــــن  𝑓𝑓(𝑥𝑥1) إذا كــــــــــــــــــــان:  n=1مـــــــــــــــــــن أجــــــــــــــــــــل 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ∈ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

 ;𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ 𝑆𝑆 ; 𝑖𝑖 = 0,1, … , 𝑟𝑟 

 أي أن :

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

 ;  𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅   ,   𝑐𝑐𝑖𝑖 ∈ 𝑇𝑇 ,𝑎𝑎𝑖𝑖 =  (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖) 

 وبالتالي فإن :

𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅 ⟹�𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

∈ 𝑅𝑅[𝑥𝑥1]

&

𝑐𝑐𝑖𝑖 ∈ 𝑇𝑇 ⟹�𝑐𝑐𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

∈ 𝑇𝑇[𝑥𝑥1]
⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

⟹ (�𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

) ∈ 𝑅𝑅[𝑥𝑥1] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1] 

 :لنعرف الأن العلاقة
Φ: 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] → 𝑅𝑅[𝑥𝑥1] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1] 

 بالشكل:

𝛷𝛷�𝑓𝑓(𝑥𝑥1)� = Φ��(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥1
𝑖𝑖

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� = ��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1
𝑖𝑖

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1
𝑖𝑖

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� 

بحیـث  𝑆𝑆[𝑥𝑥1]عنصـرین مـن  𝑓𝑓1(𝑥𝑥1),𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)لأنـه إذا كـان ،تطبیـق  Φعندئذٍ نجـد أن 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)ن إ = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) : فإن، 
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𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) ∈ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ⟹ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

; 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅  ,   𝑐𝑐𝑖𝑖 ∈ 𝑇𝑇  

; 𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑟𝑟1 
 

𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) ∈ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ⟹ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖′, 𝑐𝑐𝑖𝑖′)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

; 𝑏𝑏𝑖𝑖′ ∈ 𝑅𝑅  ,    𝑐𝑐𝑖𝑖′ ∈ 𝑇𝑇  

; 𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑟𝑟2 
𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)وبماأن = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)  : فإن، 

𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖′  &  𝑐𝑐𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖′   &   𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2    (𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 )   : ومنه 

�𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

= �𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

   &     �𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

= �𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

      ⟹ 

��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� = ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� ⟹ 

𝛷𝛷�𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)� = 𝛷𝛷�𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� 

 نبحیث إ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1]عنصرین من  𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) و𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)لأنه إذا كان ،متباین  Φن كما أ
 𝛷𝛷�𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)� = 𝛷𝛷�𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� : فإن، 
  

��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

� = ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

� ⟹ 

�𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

= �𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

   &     �𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

= �𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

      ⟹ 

𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖′  &  𝑐𝑐𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖′   &   𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2    (𝑖𝑖 = 0,1,2, … , 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 ) ⟹ 
(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖) = (𝑏𝑏𝑖𝑖′, 𝑐𝑐𝑖𝑖′)   ⟹   𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) 

𝑅𝑅[𝑥𝑥1]عنصر من  𝑣𝑣(𝑥𝑥1) لأنه إذا كان،غامر  Φن أكما  × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1] : فإن، 
 

𝑣𝑣(𝑥𝑥1) = ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑚𝑚1

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑗𝑗′𝑥𝑥1
𝑗𝑗

𝑚𝑚2

𝑗𝑗=0

� ;   𝑏𝑏𝑖𝑖′ ∈ 𝑅𝑅  ,    𝑐𝑐𝑗𝑗′ ∈ 𝑇𝑇 𝑖𝑖 = 0,1,2 …𝑚𝑚1
𝑗𝑗 = 0,1,2 …𝑚𝑚2
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𝑚𝑚بوضع  = max (𝑚𝑚1,𝑚𝑚2) :نجد 

𝑣𝑣(𝑥𝑥1) = ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=0

�    

 � حیث أضفنا اصفاراً  لكثیر الحدود الذي درجته اقل� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1)    هو عنصر من 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ویحقق = �(𝑏𝑏𝑖𝑖
′ , 𝑐𝑐𝑖𝑖′)𝑥𝑥1

𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=0

 إن  

𝑣𝑣(𝑥𝑥1) = 𝛷𝛷�𝑓𝑓(𝑥𝑥1)� 
عنصــــــرین مــــــن  𝑓𝑓1(𝑥𝑥1),𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)إذا كــــــان  لأنــــــه :هــــــو هومومــــــورفیزم حلقــــــات  Φإن 

𝑆𝑆[𝑥𝑥1]:فإن، 

𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) ∈ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ⟹ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) ∈ 𝑆𝑆[𝑥𝑥1] ⟹ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖′, 𝑐𝑐𝑖𝑖′)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⟹ 

𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) + 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1) = �(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

+ �(𝑏𝑏𝑖𝑖′, 𝑐𝑐𝑖𝑖′)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

=  

� (𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑖𝑖′, 𝑐𝑐𝑖𝑖 + 𝑐𝑐𝑖𝑖′)𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟=max(𝑟𝑟1,𝑟𝑟2)

𝑖𝑖=0

 

� حیث أضفنا اصفاراً  لكثیر الحدود الذي درجته اقل�  ⇒ 

𝛷𝛷�𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) + 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� = ���𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑖𝑖
′�𝑥𝑥1

𝑖𝑖

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,��𝑐𝑐𝑖𝑖 + 𝑐𝑐𝑖𝑖′�𝑥𝑥1
𝑖𝑖

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� 

= ��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖 + �𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖 + �𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

�                               

= ��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� + ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

�  �بحذف الاصفار� 

= ��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

� + ��𝑏𝑏𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟2

𝑖𝑖=0

� =                   
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 جلبي، د.عویرة 

𝛷𝛷�𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)� + 𝛷𝛷�𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� 
 : 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)لناخذ الأن 

   ∶ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)     حیث  = � (𝑑𝑑𝑘𝑘,𝑑𝑑𝑘𝑘′ )𝑥𝑥1𝑘𝑘
𝑟𝑟1+𝑟𝑟2

𝑘𝑘=0

 

𝑑𝑑𝑘𝑘 = � 𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑖𝑖+𝑗𝑗=𝑘𝑘

𝑏𝑏𝑗𝑗′   &   𝑑𝑑𝑘𝑘′ = � 𝑐𝑐𝑖𝑖
𝑖𝑖+𝑗𝑗=𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑗𝑗′ 

 ومنه:

Φ � 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� = Φ�� �𝑑𝑑𝑘𝑘, 𝑑𝑑𝑘𝑘
′ �𝑥𝑥1

𝑘𝑘

𝑟𝑟1+𝑟𝑟2

𝑘𝑘=0

� = 

���𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

���𝑏𝑏𝑗𝑗′𝑥𝑥1
𝑗𝑗

𝑟𝑟2

𝑗𝑗=0

� ,��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

���𝑐𝑐𝑗𝑗′𝑥𝑥1
𝑗𝑗

𝑟𝑟2

𝑗𝑗=0

�� = 

���𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

� ,��𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥1𝑖𝑖
𝑟𝑟1

𝑖𝑖=0

��  ���𝑏𝑏𝑗𝑗′𝑥𝑥1
𝑗𝑗

𝑟𝑟2

𝑗𝑗=0

� ,��𝑐𝑐𝑗𝑗′𝑥𝑥1
𝑗𝑗

𝑟𝑟2

𝑗𝑗=0

�� = 

Φ � 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1)�Φ � 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1)� 
إلــى الحلقــة  𝑆𝑆[𝑥𝑥1]هــو إیزومــورفیزیم حلقــات مــن الحلقــة  Φنســتنتج مــن كــل ماســبق أن 

𝑅𝑅[𝑥𝑥1] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1] . 
ــــة مــــن أجــــل  ــــرض أن القضــــیة محقق ــــه یوجــــد إیزومــــورفیزم  n-1لنف بــــین أي لنفــــرض أن

,𝑆𝑆[𝑥𝑥1الحلقتین  𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] و𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] 
ـــــــــــین ولنثبـــــــــــت أنـــــــــــه یوجـــــــــــد إیزومـــــــــــورفیزم  ,𝑆𝑆[𝑥𝑥1حلقـــــــــــات بـــــــــــین الحلقت 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] 

,𝑅𝑅[𝑥𝑥1و 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]  .:لنضع 
𝑆𝑆1 = 𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1],𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] 

𝑇𝑇1 = 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] 
𝑅𝑅1و 𝑆𝑆1بـــین الحلقتـــین  Φ0ولـــیكن  ســـتقرائي یوجـــد إیزومـــورفیزموبحســـب الفـــرض الإ ×

𝑇𝑇1، 
 : التطبیق وبأخذ
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Φ1: 𝑆𝑆1[𝑥𝑥𝑛𝑛] → (𝑅𝑅1 × 𝑇𝑇1)[𝑥𝑥𝑛𝑛] 

 بالشكل:

Φ1�f(𝑥𝑥𝑛𝑛)� = Φ1 ��(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� = �Φ0(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

; (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖) ∈ 𝑆𝑆1 

Φ1((1,1)𝑥𝑥𝑛𝑛)هو تمدید لـِ  Φ1إن  = Φ0((1,1))𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1,1)𝑥𝑥𝑛𝑛 و Φ0  هـو لـذلك

𝑅𝑅1) و𝑆𝑆1[𝑥𝑥𝑛𝑛]إیزومورفیزم حلقات بین الحلقتین  × 𝑇𝑇1)[𝑥𝑥𝑛𝑛] . 
 :الأن العلاقةلنعرف 

Φ2: (𝑅𝑅1 × 𝑇𝑇1)[𝑥𝑥𝑛𝑛] → 𝑅𝑅1[𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇1[𝑥𝑥𝑛𝑛] 

 بالشكل:

Φ2 ��(𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖)𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� = ��𝑏𝑏𝑖𝑖𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

,�𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

� ; (𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖) ∈ 𝑅𝑅1 × 𝑇𝑇1 

ـــة مشـــابه لبرهـــان  ـــى أن  Φیمكـــن بطریق ـــین  Φ2البرهـــان عل هـــو إیزومـــورفیزم حلقـــات ب

𝑅𝑅1[𝑥𝑥𝑛𝑛]الحلقتـــین  × 𝑇𝑇1[𝑥𝑥𝑛𝑛]و(𝑅𝑅1 × 𝑇𝑇1)[𝑥𝑥𝑛𝑛] ،  وبأخـــد تركیـــب الإیزومرفیـــزمینΦ2 
Φ2،یكـــون  Φ1و  ∘Φ1 هـــو إیزومـــورقیزم حلقـــات بـــین الحلقتـــین𝑆𝑆1[𝑥𝑥𝑛𝑛] و𝑅𝑅1[𝑥𝑥𝑛𝑛] ×

𝑇𝑇1[𝑥𝑥𝑛𝑛] ،  وبما ان𝑆𝑆1 = 𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1] فإن، 
 𝑆𝑆1[𝑥𝑥𝑛𝑛] = 𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] یكون  لوبالمث 

𝑅𝑅1[𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇1[𝑥𝑥𝑛𝑛] = 𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] 
Φ2أي أن  ∘Φ1  هــــــــــو إیزومــــــــــورفیزم حلقــــــــــات بــــــــــین الحلقتـــــــــــین𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] 

,𝑅𝑅[𝑥𝑥1 و 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] ،  إیزومــــورفیزم حلقــــات بــــین  یوجدأي أنـــه
,𝑆𝑆[𝑥𝑥1الحلقتین  𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] و 𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]. 

𝑆𝑆،ولتكن  تینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لتكن نتیجة:.4-5 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقة الجداء الدیكارتي 
 لهما ،عندئذٍ:

dim(𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 
= dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 

𝑆𝑆،و  تینحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅 أن بما: البرهان = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇  حلقة الجداء الدیكارتي 
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ــــــه بحســــــب التمهیدیــــــة الســــــابقة  لهمــــــا ــــــین  یوجد ،فإن ــــــین الحلقت إیزومــــــورفیزم حلقــــــات ب
𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] و 𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]. 

,𝑆𝑆[𝑥𝑥1بما أن بعد كرول للحلقتین   𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]  
,𝑅𝑅[𝑥𝑥1 و 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] نجد : 4-3 بحسب الخاصةمنته فإنه 

dim(𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 
= dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) 

𝑆𝑆،عندئـذٍ حلقـة الجـداء الـدیكارتي  جفـارد تـيحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅  لتكن نتیجة:.4-6 = 𝑅𝑅 ×

𝑇𝑇  حلقة جفارد.هي 
 نحلقة جفارد یكفي إثبات أ S الحلقة لكي نثبت أن :البرهان

 dim(𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim(𝑆𝑆) + 𝑛𝑛 . بماأن𝑅𝑅   و   𝑇𝑇 و تینحلق 
 𝑆𝑆 = 𝑅𝑅 × 𝑇𝑇 فإن بعد كرول للحلقة ، لهما حلقة الجداء الدیكارتيS هو 
 max {dim𝑅𝑅  , dim𝑇𝑇} أن: وبحسب النتیجة السابقة نجد) ،4-2 التمهیدیة(بحسب 

dim(𝑆𝑆[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛])                                                                 
= dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛])                                  

 جفارد ،فإن  تيحلق 𝑇𝑇   و   𝑅𝑅وبما أن 
dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim𝑅𝑅 + 𝑛𝑛    &                                      
dim(𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim𝑇𝑇 + 𝑛𝑛     

 یكون  4-2 التمهیدیةوبحسب 
dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛] × 𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) =                                 
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥{dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) , dim(𝑇𝑇[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛])} =            
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥{dim𝑅𝑅 + 𝑛𝑛   , dim𝑇𝑇 + 𝑛𝑛 } = 𝑛𝑛 + max{dim𝑅𝑅   , dim𝑇𝑇} 

= 𝑛𝑛 + dim 𝑆𝑆 
زمـرة منتهیـة التولیـد ،ولـتكن  𝐺𝐺 ولتكنمنته ، لها حلقة بعد كرول 𝐴𝐴 لتكن :مبرهنة.4-7

𝑅𝑅 = 𝐴𝐴[𝐺𝐺]  حلقة الزمر للزمرة𝐺𝐺  فوق الحلقة𝐴𝐴  عندئذِ یكون، 
 dim𝑅𝑅 ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 حیثr  عدد مولدات الزمرةG . 

  r=1. من أجل  rلنطبق البرهان بطریقة الأستقراء الریاضي على  :البرهان
یوجـــد إیزومـــورفیزم بـــین زمـــرة دائریـــة مولـــدة بعنصـــر واحـــد ،ومنـــه  Gفـــإن ، r=1بمـــاان 

ـــــــــــــین  ـــــــــــــة  𝐴𝐴[𝐺𝐺] و𝐴𝐴[𝑥𝑥]الحلقت وبمـــــــــــــاان بعـــــــــــــد كـــــــــــــرول  ،و) 3-1(بحســـــــــــــب المبرهن
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dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥])یكـــــــون  4-3بحســـــــب الخاصـــــــة منتـــــــه فإنـــــــه  𝐴𝐴[𝑥𝑥] و𝐴𝐴[𝐺𝐺] للحلقتـــــــین =

dim(𝐴𝐴[𝐺𝐺])  لدینا  3-2،وبحسب المبرهنةdim(𝐴𝐴[𝑥𝑥]) ≥ dim𝐴𝐴 +  إذاً . 1
dim𝑅𝑅 ≥ dim𝐴𝐴 + 1 

 عنصر یكون  r-1مولدة بـ  Gوأنه من أجل أي زمرة  r>1لنفرض الأن أن 
dim𝑅𝑅 ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 − 1 

 عنصر یكون  r بـزمرة مولدة  Gأنه في حالة  و لنثبت
dim𝑅𝑅 ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 

عنصــر تولـــدها  rفإنـــه توجــد مجموعـــة مكونــة مـــن ، عنصــر rزمـــرة مولــدة بــــ  Gبمــاان 
,𝑔𝑔1,𝑔𝑔2}ولتكن المجموعة  … ,𝑔𝑔𝑟𝑟} ولنأخذ،𝐺𝐺′ =< 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2, … ,𝑔𝑔𝑟𝑟−1 >  

 عندئذٍ من الفرض یكون 
dim𝐴𝐴[𝐺𝐺′} ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 − 1 

𝐴𝐴[𝐺𝐺′]لنضع  = 𝐴𝐴′  عندئذٍ یكون 
 dim𝐴𝐴′ ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 − >]′𝐴𝐴ویوجد ایزومورفیزم حلقات بین الحلقـة  1 𝑔𝑔𝑟𝑟 و  [<

dim(𝐴𝐴′[𝑥𝑥])أي أن  ،) 3-1(بحســـب المبرهنـــة  𝐴𝐴′[𝑥𝑥]الحلقـــة  = dim(𝐴𝐴′[< 𝑔𝑔𝑟𝑟 >

ـــــة  ([ dim(𝐴𝐴′[𝑥𝑥])یكـــــون  3-2وحســـــب المبرهن ≥ dim𝐴𝐴′ + ـــــه  1 >]′dim(𝐴𝐴ومن

𝑔𝑔𝑟𝑟 >])  ≥ dim𝐴𝐴′ +  .بما أن :  1
dim(𝐴𝐴′[< 𝑔𝑔𝑟𝑟 >])  ≥ dim𝐴𝐴′ + 1 & dim𝐴𝐴′ ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 − 1 

>]′dim(𝐴𝐴 فإن  𝑔𝑔𝑟𝑟 >])  ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟  وإن𝐴𝐴′[< 𝑔𝑔𝑟𝑟 >] = 𝐴𝐴[𝐺𝐺] = 𝑅𝑅 
 نستنتج من كل ما سبق أن 

dim𝑅𝑅 ≥ dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 
 . rلكل عدد طبیعي 

 زمرة منتهیة التولید ، 𝐺𝐺 ولتكنمنته ، لها حلقة جفارد بعد كرول 𝐴𝐴 لتكن :نتیجة.4-8
𝑅𝑅ولتكن  = 𝐴𝐴[𝐺𝐺]  حلقة الزمر للزمرة𝐺𝐺  فوق الحلقة𝐴𝐴 : عندئذِ یكون، 

 dim𝑅𝑅 = dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 حیثr  عدد مولدات الزمرةG . 
 حلقة جفارد. Aینتج من المبرهنة السابقة مع مراعاة أن  :البرهان

 ،زمرة منتهیة التولید  𝐺𝐺 ولتكنمنته ،لها حلقة جفارد بعد كرول  𝐴𝐴 لتكن :نتیجة.4-9
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𝑅𝑅ولـــتكن  = 𝐴𝐴[𝐺𝐺]  حلقـــة الزمـــر للزمـــرة𝐺𝐺  فـــوق الحلقـــة𝐴𝐴  ِعندئـــذ،𝑅𝑅 = 𝐴𝐴[𝐺𝐺] تكـــون 
 حلقة جفارد.

 :لنثبت أن :البرهان
dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim𝑅𝑅 + 𝑛𝑛 

 السابقة  النتیجةعندئذٍ یكون بحسب عنصر ، rمولدة بـ  Gلنفرض أن 
dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛][𝐺𝐺]) = dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) + 𝑟𝑟 

,dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥1فإن ، حلقة جفارد Aن وبماأ 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim𝐴𝐴 + 𝑛𝑛 ، 
 ومنه 

dim(𝑅𝑅[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = dim(𝐴𝐴[𝐺𝐺][𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) = 
dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛][𝐺𝐺]) = dim(𝐴𝐴[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛]) + 𝑟𝑟 

= dim𝐴𝐴 + 𝑟𝑟 + 𝑛𝑛 = dim𝑅𝑅 + 𝑛𝑛  
𝐺𝐺، ولـتكن  حقـلاً  Kكن لـی مثال: =< 𝑔𝑔 إن حلقـة زمـرة دائریـة مولـدة بعنصـر واحـد . <
   ،لأنه بحسب 1بعد كرول لها هو جفارد هي حلقة  𝐾𝐾[𝐺𝐺]الزمر 

dim𝐾𝐾[𝐺𝐺] ،یكونحلقة جفارد  Kوكون   4-8النتیجة   = dim𝐾𝐾 + 1 = 1 ، 
 حلقة جفارد. 𝐾𝐾[𝐺𝐺]وبحسب النتیجة السابقة تكون حلقة الزمر 
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